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1．はじめに 

水が個体（氷）－液体（水）－気体（水蒸気）と

いろいろな相を移り変わるように、量子色力学

(QCD)においても相転移現象が存在することが知ら

れている。しかし QCD は強結合の理論ということ

もあり、相転移点の場所などの基本的なことでさえ

現在、解明には至っていない。有限温度・有限密度

における QCD 相図の解明は初期宇宙、銀河や星の

形成、中性子星やブラックホールなどを理解するた

めの重要なインプットを与えることになる。特に、

最近では、中性子星やブラックホールの衝突・合体

による重力波の観測[1]やブラックホールの撮影の

成功[2]などの成果が挙がっており、QCD 相図解明の

重要性が増してきている。 

実験ではこれらの問題の解明に向けて、日本の

J-PARC(KEK/JAEA)、ドイツの FAIR(GSI)、ロシアの

NICA(JINR)のような高エネルギー実験が近い将来

稼働することが期待されている。理論では、格子

QCD が QCD の第一原理計算を実行できるほとんど

唯一の手法として知られている。 

しかし格子 QCD には有限密度系では「符号問題」

と呼ばれる困難が存在する。格子 QCD では、ゲー

ジ場に対する経路積分はモンテカルロ法を用いて実

行される。ところが有限密度系では、モンテカルロ

法を行う際に確率解釈をしている因子が複素数とな

るために、モンテカルロ法が破綻してしまう。これ

が「符号問題」であり、QCD の有限密度系を格子

QCD から探索する際には工夫が必要になる。「符号

問題」の解決に向けた手法はこれまでに Taylor 展開

法や再重み付け法、カノニカル法、2 カラーQCD な

ど、多くの手法が提唱されてきた。特に近年、カノ

ニカル法[3]は高精度多倍長計算と組み合わせるこ

とで急速な発展を遂げている。本稿では、カノニカ

ル法を紹介するとともに、この手法が「符号問題」

を解く有力な手法となり得ることをみる。 

 

2．カノニカル法 

カノニカル法は純虚数化学ポテンシャルの領域で

は、モンテカルロ法で確率解釈をしている因子が実

数となるため、「符号問題」が存在しないという事実

を利用する。この章ではその利用方法と歴史につい

て紹介する。 

まず、グランドカノニカル分配関数 ZGC はカノニ

カル分配関数 ZC を用いて、 

𝑍𝐺𝐶(𝜇, 𝑇, 𝑉) = ∑ 𝑍𝐶(𝑛, 𝑇, 𝑉)𝜉𝑛          (1)

∞
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と定義できる。ここで、ξはξ=exp(μ/T)で定義さ

れるフガシティと呼ばれる量であり、T は温度、V

は系の体積を表す。純虚数化学ポテンシャルでの

ZGC に対して Fourier 変換を行うことで、 

𝑍𝐶(𝑛, 𝑇, 𝑉) = ∫
𝑑𝜃

2𝜋
𝑒−𝑖𝑛𝜃𝑍𝐺𝐶(𝜇 = 𝑖𝜇𝐼 , 𝑇, 𝑉)    (2)
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と、我々は ZC を得る。ここで、θ=μI/T である。純

虚数化学ポテンシャルでの ZGC は従来のモンテカル

ロ法を用いて計算することができるので、式(2)の ZC

を通じて式(1)から物理的な実数化学ポテンシャル

での ZGC を構築することができる。 

 カノニカル法の基本的考えは 1992 年に Hasenfratz

と Toussaint によってすでに提唱されていた[3]。カノ

ニカル法の問題点は、式(2)の Fourier 変換を行うと

きに、n の値が大きくなると exp(-inθ)の数値が激し

く振動するために、ZC を正しく求められないところ

にあった。長年、この問題は形を変えた「符号問題」

として認識され、カノニカル法は実用的ではないと



 

 

考えられていた。しかし、2016 年にこの問題は有効

数字の桁落ちが原因であることが指摘された[4]。通

常、計算機で扱う倍精度計算（十進法で 16 桁の計算）

で上記の Fourier 変換を行うと、 

1.234567890123456 − 1.234567890123455 

= 1 × 10−15  (3) 

のような加減法が頻繁に発生し、実質、有効数字 1

桁しか信用できなくなる。ところが、 

    1.2345678901234561234 

−1.2345678901234550123 = 1.1111 × 10−15   (4) 

のように、十進法で数百桁の精度を保証する多倍長

計算（式(4)の例では十進法で 20 桁の計算）を行う

ことで ZC が正しく求められるようになり、カノニカ

ル法による有限密度系の探索は有用な手段となり得

ることがわかってきた。 

 2017 年には、ZCG を求める方法としてクォーク数

密度からのアプローチ法が提唱された[5]。この手法

はまず、純虚数μ領域でクォーク数密度の計算を行

う。この領域でのクォーク数密度は高温領域では多

項式近似、低温領域では Fourier 展開近似が良く成り

立つことが知られており、それを利用することで、

より大きい n に対する ZC(n)が得られるようになる。 

 本稿では、クォーク数密度からのアプローチ法を

利用し、十進法で 5,000 桁の多倍長精度計算を用い

ることで式(2)の Fourier 変換を実行した。図 1 にあ

るように、倍精度計算では n>100 で Zn=ZC(n)/ZC(0)

における有効数字の桁落ちが起こっているが、多倍

長精度計算では桁落ちは発生していないことがわか

る。クォーク数密度からのアプローチ法を利用しな

い倍精度計算の場合、n=10 程度までの Zn までしか

求められないという事実に鑑みると、近年における

カノニカル法は有限密度中での相転移点を調査する

ための有力な手法にまで発展したと考えられる。 

 

3．Lee-Yang の零点 

 数値計算では、式(1)のフガシティ展開は無限大ま

で取ることができず、ある有限の上限値 Nmax までで

打ち切られる。Nmax は系の（ネット）クォーク数の

上限値を意味するので、系の自由度は有限の Nmax に 

 

図 1 : 規格化されたカノニカル分配関数 Zn=ZC(n)/ZC(0) 

のクォーク数 n 依存性。赤丸と青バツはそれぞれ倍精度

と多倍長精度の計算結果を表す。 

 

よって制限される。自由度が有限である系は実数化

学ポテンシャル領域において相転移を持つことは決

してないので、実際の相転移の情報を引き出すには

工夫する必要がある。 

そこで注目するのが、Lee-Yang の定理[6]で知られ

るグランドカノニカル分配関数の零点（Lee-Yang の

零点）である。式(1)のフガシティ展開を有限値 Nmax

までで打ち切ったとき、フガシティξを複素数にま

で拡張すると、Lee-Yang の零点はξの複素平面上に

2Nmax 個だけ存在する。Nmax を大きくしていくと、

Lee-Yang の零点の個数も増加する。Nmax が無限大の

極限で、ξの複素平面上で Lee-Yang の零点が集積し

留まる場所が実際の相転移に相当する点である。従

って、我々はξの正の実軸付近の Lee-Yang の零点の

Nmax 依存性を調査する。 

 

4．格子 QCD計算 

この章では、格子 QCD 計算から求めた Lee-Yang

の零点(LYZ)の結果について紹介する[7]。我々はハ

イブリッドモンテカルロ法を用いて、ゲージ配位を

生成した。空間方向の格子サイズが Ns=16、時間方

向の格子サイズが Nt=4、π中間子とρ中間子の質量

比が mπ/mρ=0.80 のもと、格子 QCD 計算を行った。 

 



 

 

 

図 2 : T/TC=0.93 での複素フガシティ平面上における LYZ

の Nmax依存性。 

 

 数値計算の一部は大阪大学 RCNP/CMC の GPU ノ

ード群を搭載した OCTOPUS 上で行われた。GPU は

大規模並列計算を得意とするので、GPU コードを

163×4(=16,384)並列計算ができるように設計した。

また Fourier 変換で有効数字の桁落ちが発生しない

よう、FMLIB パッケージ[8]を用いて 5,000 桁の多倍

長計算を実現した。LYZ の計算では主に OCTOPUS

の汎用 CPU ノード群を利用した。しかし、Nmax=2048

のように Nmax が大きくなると、汎用 CPU ノード群

のメモリ上限値である 192[GByte]ではメモリ不足と

なるので、その場合にはメモリ上限値が 6[TByte]で

ある大容量主記憶搭載ノード群を用いた。 

 図 2 は有限温度 T/TC=0.93 での複素フガシティ平

面上における LYZ の Nmax 依存性を示した。ここで、

TC はゼロ化学ポテンシャルでの擬相転移温度を表

す。我々が興味のあるのは実数化学ポテンシャルで

の相転移なので、第一象限にある min(Im[ξ])で定義

された LYZ の右端の Nmax 依存性に注目する。Nmax

が増加するにつれて、LYZ の右端は正の実軸に近く

ことがわかる。これを 1次関数または2次関数でNmax

が無限大の極限へ外挿し実軸との交点を読み取るこ

とで、T/TC=0.93 においてμB/T~5-6 付近に相転移点

が存在すると見積もることができた。ここでμB は

バリオン化学ポテンシャルでμB=3μと定義される。 

 

5．NJL 模型での計算 

前章では、格子 QCD を用いて LYZ の分布から相

転移点を見積もったが、Nmax が無限大となる物理的 

 

 

 

図 3 : T=49[MeV]での複素フガシティ平面上における

LYZ の右端の Nmax 依存性。青プラスが LYZ の右端を表

し、赤丸が実数化学ポテンシャル領域で計算された期待

される臨界点(CP)に対応する。 

 

状況への外挿手法は確立されておらず、議論すべき

問題として残っている。この問題を議論するために、

我々は QCD の有効模型のひとつである南部-ヨナラ

シニオ（NJL）模型[9]での研究を行う。NJL 模型に

おける相転移構造は既によく知られているため、既

知の相転移点とカノニカル法から得られる相転移点

を比較することで、有限自由度の効果などの調査が

可能となる。 

図 3 では、T=49[MeV]での複素フガシティ平面上

における LYZ の右端の Nmax 依存性を示した。Nmax

が増加するにつれて LYZ の右端は実軸に近くが、実

数化学ポテンシャル領域で計算された期待される臨

界点(CP)の上部を通り越して原点へ向かっているこ

とがわかる。この理由は、クォーク数密度からのア

プローチ法でクォーク数密度を有限項の Fourier 展

開で近似したため、実数化学ポテンシャル領域で相

転移が起こらなくなったことによると考えられる。 

有限項の Fourier 展開での近似の効果を踏まえ、

我々は外挿関数 

𝑦 =
𝑏(𝑐𝑥0 − 𝑑𝑥0

2)

𝑥 + 𝑏
+ 𝑐(𝑥 − 𝑥0) + 𝑑(𝑥 − 𝑥0)2      (5) 

を用いて LYZ の右端の外挿を行うことを考える。こ

こで、y=Im[ξ]、x=Re[ξ]であり、b と c、d、x0 は

フィッティングパラメータである。式(5)は基本的に



 

 

は x=x0まわりでの Taylor展開のような 2次関数で構

成されている。もし系が x=x0 で相転移点を持ってい

れば、Nmax が無限大へ外挿する関数は x=x0 の点で実

軸と交わることが期待される。しかし、有限項の

Fourier 展開近似のせいで実数化学ポテンシャル上

では相転移点は存在しないため、外挿関数には原点

を通るように第 1 項のような補正項が必要になって

くる。LYZ の右端をフィットした式(5)の関数を図 3

に実線で示した。また、Fourier 展開の有限項効果と

考えられる第 1 項を差し引いた関数を点線で表し

た。点線は実数化学ポテンシャル領域で計算された

期待される臨界点を再現できていることがわかる。 

 

6．おわりに 

我々は格子 QCD と NJL 模型において、カノニカ

ル法から計算された LYZ を用いて有限密度中での

相転移点の調査を行った。格子 QCD 計算の結果の

ひとつとして、T/TC=0.93 においてμB/T~5-6 付近に

相転移点が存在すると見積もることができた。 

 しかし、Nmax が無限大となる物理的状況への外挿

手法は確立されておらず、議論すべき問題として残

っている。そこで我々はNJL模型での研究を行った。

NJL 模型における相転移構造は既によく知られてい

るため、既知の相転移点とカノニカル法から得られ

る相転移点を比較することで、有限自由度の効果な

どの調査が可能となる。NJL 模型での計算の結果と

して、クォーク数密度からのアプローチ法における

Fourier 展開の有限項近似の効果の抽出に成功した。

また、その効果を外挿関数から差し引くことで期待

される相転移点を再現できることがわかった。 

 現在、より現実世界に近い空間方向の格子サイズ

が Ns=24 かつ mπ /mρ=0.48 のもとでの計算を

OCTOPUS 上で実行中である。NJL 模型で理解が深

まった LYZ の外挿手法を用いることで、信頼度の高

い現実的な相転移構造が得られると期待される。 
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